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تبدیل هاوس هولدر 

𝑣کنیدفرض ∈ 𝑅𝑛کهباشدستونیبرداریک𝑣 2 ≠ هاوس(ماتریس)تبدیلصورت،ایندر،1
:می‌شودتعریفزیرصورتبهvبرداربامتناظرهولدر

:هاوس هولدر ( ماتریس)تبدیل تعریف

𝐻 = 𝐼 −
2𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣

ضرب خارجی

ضرب داخلی

:نکتهچند

❖𝑣نامندهولدرهاوسبرداررا.

❖𝐻یعنی.استمتقارنماتریسیک𝐻 = 𝐻𝑇.

❖𝐻یعنی.استمتعامدماتریسیک𝐻𝐻𝑇 = 𝐼

𝐻𝐻𝑇 = 𝐼 − 2
𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣
𝐼 − 2

𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣

𝑇

= 𝐼 − 2
𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣
𝐼 − 2

𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣

= 𝐼 − 4
𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣
+ 4

𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣

𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣
= 𝐼 − 4

𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣
+ 4

𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣

= 𝐼

𝑣کهصورتیدر❖ 2 = :می‌شودتعریفزیرصورتبه𝑣برداربامتناظرهولدرهاوس(ماتریس)تبدیل،1

𝐻 = 𝐼 − 2𝑣𝑣𝑇



تبدیل هاوس هولدر 

𝐻ماتریسضرب❖ = 𝐼 −
2𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣
(حهصف)خطامتدادبهنسبتآن(بازتاب)انعکاسسبببرداریکدر

.می‌شود𝑣برعمود

x

Hx

v

𝐻𝑥 = 𝐼 − 2
𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣
𝑥

= 𝑥 − 2
𝑣(𝑣𝑇𝑥)

𝑣𝑇𝑣

𝑣𝑇𝑥

𝑣𝑇𝑣
𝑣

= 𝑥 − 2
(𝑣𝑇𝑥)

𝑣𝑇𝑣
𝑣

𝑣𝑇𝑥

𝑣𝑇𝑣
𝑣

2

=
𝑣𝑇𝑥

𝑣𝑇𝑣
𝑣 2 =

𝑣𝑇𝑥

𝑣 2
2 𝑣 2 =

𝑣𝑇𝑥

𝑣 2

:نکته

𝑥, 𝑣 ∈ ℝ2



کاربرد تبدیل هاوس هولدر

xمفروضبرداربرای:سوال ∈ ℝ𝑛،بردار𝑣هولدرهاوستبدیلکهبیابیدطوریرا𝐻اسکالرو𝛼را
کهکندتعریفچنان

𝐻𝑥 = 𝛼𝑒1 = 𝛼[1, 0, 0, . . . , 0]𝑇

:تبدیل هاوس هولدر برای صفرکردن عناصر یک بردار

:جواب

𝑣مقدار .می‌کنیمانتخاب𝜇برایرا1مقدارشودواردمسالهکلیتبهخللیکهاینبدونلذا،ندارد،𝐻رویتاثیری2
بنابراین

𝐻𝑥 = 𝛼𝑒1 𝐼 − 2
𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣
𝑥 = 𝛼𝑒1

عریفتبنابر
هولدرهاوستبدیل

𝑥 − 2
𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣
𝑥 = 𝛼𝑒1

𝜇∶=2
𝑣𝑥𝑇

𝑣𝑇𝑣
𝑥 − 𝜇𝑣 = 𝛼𝑒1

𝑥 − 2
𝑣𝑥𝑇

𝑣𝑇𝑣
𝑣 = 𝛼𝑒1

𝑣 = 𝑥 − 𝛼𝑒1 / 𝜇

𝑣= 𝑥 − 𝛼𝑒1

𝐻𝑥سوال،صورتبهتوجهبا 2 = 𝛼𝑒1 2 = |𝛼|،کهنمودثابتمی‌توانراحتیبهاما𝐻𝑥 2 = 𝑥 نتیجهدر.2

(1)

𝑥 2 = 𝛼 2 𝛼 = ± 𝑥 2

vازاجتناببرای ≈ می‌کنیمانتخاب𝛼برایرازیرمقدارمعنی،باارقامحذفو0
𝛼 = −𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥1) 𝑥 2

نتیجهدر

𝑣 = 𝑥 + 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥1) 𝑥 2𝑒1



کاربرد تبدیل هاوس هولدر

𝑥مفروضبرداربرای:سوال ∈ ℝ𝑛،بردار𝑣هولدرهاوستبدیلکهبیابیدطوریرا𝐻اسکالرو𝛼را
کهکندتعریفچنان

𝐻𝑥 = 𝛼𝑒1 = 𝛼[1, 0, 0, . . . , 0]𝑇

:تبدیل هاوس هولدر برای صفرکردن عناصر یک بردار

:الگوریتم

𝑥بردار:ورودی ∈ ℝ𝑛

𝑣بردار:خروجی ∈ ℝ𝑛اسکالرو𝛼

------------------------------------------------------------------
:کنیدتعریف(1گام

𝛼 = −𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥1) 𝑥 2
:دهیدقرار(۲گام

𝑣= 𝑥 − 𝛼𝑒1

𝐻𝑥 = 𝑥 − 2
𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣
𝑥 = 𝛼𝑒1



کاربرد تبدیل هاوس هولدر

𝑥مفروضبرداربرای:مثال =
2
1
2

را𝛼اسکالرو𝐻هولدرهاوستبدیلکهبیابیدطوریرا𝑣بردار،

کهکندتعریفچنان

𝐻𝑥 = 𝛼𝑒1 = 𝛼
1
0
0

:تبدیل هاوس هولدر برای صفرکردن عناصر یک بردار

:الگوریتم

𝐻𝑥 = 𝑥 − 2
𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣
𝑥 =

−3
0
0

(۲گام

(1گام

𝛼 = −𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥1) 𝑥 2 𝛼 = −3

𝑣= 𝑥 − 𝛼𝑒1 𝑣 =
2
1
2

− −3
1
0
0

=
5
1
2



کاربرد تبدیل هاوس هولدر

𝐴مفروضماتریسبرای:مثال =
2 3 0
1 1 2
2 7 0

و𝐻هولدرهاوستبدیلکهبیابیدطوریرا𝑣بردار،

کهکندتعریفچنانرا𝛼اسکالر

𝐻𝐴 =
∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

:تبدیل هاوس هولدر برای صفرکردن عناصر یک بردار

:الگوریتم

𝐻𝐴 = 𝐴 − 2
𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣
𝐴 =

∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

(3گام

دهیدقرار(1گام

𝛼 = −𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥1) 𝑥 2 𝛼 = −3

𝑣= 𝑥 − 𝛼𝑒1 𝑣 =
2
1
2

− −3
1
0
0

=
5
1
2

(۲گام

𝑥 =
2
1
2



کاربرد تبدیل هاوس هولدر

𝑥مفروضبرداربرای:تمرین =
2
1
2

𝛼اسکالرهایو𝐻هولدرهاوستبدیلکهبیابیدطوریرا𝑣بردار،

کهکندتعریفچنانرا𝛽و

𝐻𝑥 =
𝛼
𝛽
0

:تبدیل هاوس هولدر برای صفرکردن عناصر یک بردار



یک ماتریس با استفاده از تبدیل هاوس هولدر QRتجزیه

𝑛ماتریسیکAکنیدفرض:QRتجزیهقضیه × 𝑛متعامدماتریسآنگاه.باشددلخواهQبالاماتریسو
.A=QRکهطوریبهدارندوجودRمثلثی

:(ساختاری)اثبات

زیرعناصرکهبسازیدطوریراH1هولدرهاوستبدیل،Aماتریساولستونعناصرازاستفادهبا:1گام
.شوندصفر𝐴(1)ماتریساولستونازاصلیقطر

A(1) = H1A =

a1 a1,2

(1) a1,n

(1)

0 a2,2

(1) a2,n

(1)

0 an,2
(1) an,n

(1)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

:دهیدقرار:0گام

𝐴(0) ≔ 𝐴



یک ماتریس با استفاده از تبدیل هاوس هولدر QRتجزیه

𝑛ماتریسیکAکنیدفرض:QRتجزیهقضیه × 𝑛متعامدماتریسآنگاه.باشددلخواهQبالاماتریسو
.A=QRکهطوریبهدارندوجودRمثلثی

:(ساختاری)اثبات

عناصرکهکهبسازیدطوریراH2هولدرهاوستبدیل،𝐴(1)ماتریسدومستونعناصرازاستفادهبا:۲گام
.شوندصفر𝐴(2)ماتریسدومستونازاصلیقطرزیر

A(2) = H2A
(1) =

a1 a1,2

(2) a1,3

(2) a1,n

(2)

0 a2 a2,3
(2) a2,n

(2)

0 0 an,3
(2) an,n

(2)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú



یک ماتریس با استفاده از تبدیل هاوس هولدر QRتجزیه

𝑛ماتریسیکAکنیدفرض:QRتجزیهقضیه × 𝑛متعامدماتریسآنگاه.باشددلخواهQبالاماتریسو
.A=QRکهطوریبهدارندوجودRمثلثی

:(ساختاری)اثبات

کهکهبسازیدطوریراHkهولدرهاوستبدیل،𝐴(𝑘−1)ماتریسام𝑘ستونعناصرازاستفادهبا:𝑘گام
.شوندصفر𝐴(𝑘)ماتریسام𝑘ستونازاصلیقطرزیرعناصر

A(k ) = HkA
(k-1) =

a1 a1,2

(k ) a1,k

(k ) a1,n

(k )

0

0 0 ak ak,k+1

(k ) ak,n
(k )

0 0 0 an,k+1

(k ) an,n
(k )

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

HkA
(k-1) =HkHk-1A

(k-2) = = Hk...H2H1A𝐴(𝑘) =



𝑛ماتریسیکAکنیدفرض:QRتجزیهقضیه × 𝑛متعامدماتریسآنگاه.باشددلخواهQبالاماتریسو
.A=QRکهطوریبهدارندوجودRمثلثی

:(ساختاری)اثبات

𝑛گام − 𝑛ستونعناصرازاستفادهبا:1 − طوریراHn-1هولدرهاوستبدیل،𝐴(𝑛−2)ماتریسام1
𝑛ستونازاصلیقطرزیرعناصرکهکهبسازید − .شوندصفر𝐴(𝑛−1)ماتریسام1

Hn-1 H2H1A =

a1 a1,2

(n-1) a1,3
(n-1) a1,n-1

(n-1) a1,n

(n-1)

0 a2 a2,3
(n-1) a2,n-1

(n-1) a2,n
(n-1)

0 0 0 an-1 an-1,n
(n-1)

0 0 0 0 an,n
(n-1)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

𝐴(𝑛−1) =

یک ماتریس با استفاده از تبدیل هاوس هولدر QRتجزیه



𝑛ماتریسیکAکنیدفرض:QRتجزیهقضیه × 𝑛متعامدماتریسآنگاه.باشددلخواهQبالاماتریسو
.A=QRکهطوریبهدارندوجودRمثلثی

:(ساختاری)اثبات

لذا.استمتعامدنیزQماتریسکهشودمینتیجهمتقارنند،ومتعامدهولدرهاوسهایماتریسکهایناز

:دهیدقرار
𝑅 ≔ 𝐴(𝑛−1)

𝑅 = 𝐻𝑛−1𝐻𝑛−2…𝐻1𝐴

𝑄 ∶= 𝐻1𝐻2…𝐻𝑛−1

𝐴 = 𝑄𝑅

:دهیدقرار

یک ماتریس با استفاده از تبدیل هاوس هولدر QRتجزیه

𝐴 = 𝐻𝑛−1𝐻𝑛−2…𝐻1
−1𝑅

𝐴 = 𝐻1
−1𝐻2

−1…𝐻𝑛−1
−1 𝑅

𝐴 = 𝐻1𝐻2…𝐻𝑛−1𝑅
𝐻𝑘
𝑇=𝐻𝑘

𝐴 = 𝐻1
𝑇𝐻2

𝑇 …𝐻𝑛−1
𝑇 𝑅

𝐻𝑘
−1=𝐻𝑘

𝑇



𝐴(𝑘−1)ماتریسامkستون:ورودی

Hkهولدرهاوستبدیل:خروجی

------------------------------------------------------------------
:کنیدتعریف(1گام

𝑤 = 0, 0, … , 0, 𝑎𝑘,𝑘
(𝑘−1)

, 𝑎𝑘+1,𝑘
(𝑘−1)

, … , 𝑎𝑛,𝑘
(𝑘−1)

𝑇
∈ ℝ𝑛

:دهیدقرار(۲گام

𝛼𝑘 = −𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎𝑘,𝑘
(𝑘−1)

) 𝑤 2

:دهیدقرار(3گام

𝑣= 𝑤 − 𝛼𝑘𝑒𝑘
:دهیدقرار(4گام

𝐻 = 𝐼 − 2
𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣

(k=1,2,…,n-1)امkگامدرHkماتریسساختالگوریتم

یک ماتریس با استفاده از تبدیل هاوس هولدر QRتجزیه

k-1



.کنیدتجزیهA=QRصورتبهراAماتریس:مثال

𝐴 =
4 3 0
2 1 2
4 7 0

𝐴(0) ∶= 𝐴 =
4 3 0
2 1 2
4 7 0

.استn-1=3-1=2برابرتجزیهبرایلازمگام‌هایتعداد،QRتجزیهالگوریتمطبق:حل

k=1

:0گام

:1گام

𝐻1 = 𝐼 − 2
𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣
=

−
2

3
−
1

3
−
2

3

−
1

3

14

15
−

2

15

−
2

3
−

2

15

11

15

𝛼1 = −6 𝑣 =
4
2
4

− −6
1
0
0

=
10
2
4

𝑤 ≔
4
2
4

𝛼1=−𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑤1 𝑤 2 𝑣= 𝑤−𝛼1𝑒1

𝐴(1) = 𝐻1𝐴
(0) =

−6 −7 −
2

3

0 −1
28

15

0 3 −
4

15

یک ماتریس با استفاده از تبدیل هاوس هولدر QRتجزیه



.کنیدتجزیهA=QRصورتبهراAماتریس:مثال

𝐴 =
4 3 0
2 1 2
4 7 0

k=2
:۲گام

𝐻2 = 𝐼 − 2
𝑣𝑣𝑇

𝑣𝑇𝑣
=

1 0 0
0 −0.3162 0.9487
0 0.9487 0.3162

𝛼2 = 10

𝑣 =
0
−1
3

− 10
0
1
0

=
0

−1 − 10
3

𝑤 ≔
0
−1
3

𝛼2=−𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑤2 𝑤 2

𝑣= 𝑤−𝛼2𝑒2

𝐴(2) = 𝐻2𝐴
(1) =

−6 −7 −0.6667
0 3.1623 −0.8433
0 0 1.6865

𝐴(1) = 𝐻1𝐴
(0) =

−6 −7 −
2

3

0 −1
28

15

0 3 −
4

15

یک ماتریس با استفاده از تبدیل هاوس هولدر QRتجزیه



.کنیدتجزیهA=QRصورتبهراAماتریس:مثال

𝐴 =
4 3 0
2 1 2
4 7 0

یک ماتریس با استفاده از تبدیل هاوس هولدر QRتجزیه

لذا

:دهیدقرار

𝑅 ≔ 𝐴(2) =
−6 −7 −0.6667
0 3.1623 −0.8433
0 0 1.6865

𝑄 ∶= 𝐻1𝐻2 =

−
2

3
−
1

3
−
2

3

−
1

3

14

15
−

2

15

−
2

3
−

2

15

11

15

1 0 0
0 −0.3162 0.9487
0 0.9487 0.3162

=
−0.6667 −0.5271 −0.5270
−0.3333 −0.4216 0.8433
−0.6667 0.7379 0.1054

𝐴 = 𝑄𝑅

:دهیدقرار



Ax=bبرای حل دستگاهA=QRاز تجزیهستفادها

A=QRتجزیهازاستفادهباAx=bدستگاهحلالگوریتم

𝑄−1=𝑄𝑇
𝐴𝑥 = 𝑏

A=QR
⇒ QRx=b Rx=𝑄𝑇b 𝑅𝑥 = 𝑏′

𝑏′∶=𝑄𝑇𝑏

bبردارو𝐴هایماتریس:ورودی

xجواببردار:خروجی

------------------------------------------------------------------------

A=QRتجزیهمحاسبه:1گام

′𝑏محاسبه:۲گام = 𝑄𝑇𝑏

𝑅𝑥مثلثیبالادستگاهحل:3گام = 𝑏′پسروجایگذاریروشازاستفادهبا

𝑥𝑛 =
𝑏𝑛
′

𝑟𝑛𝑛

𝑥𝑖 =
𝑏𝑖
′ − σ𝑗=𝑖+1

𝑛 𝑟𝑖𝑗𝑥𝑗

𝑟𝑖𝑖
, for 𝑖 = 𝑛 − 1, . . . , 1



Ax=bبرای حل دستگاهA=QRاز تجزیهستفادها

.کنیدحلA=QRتجزیهازاستفادهبارامقابلدستگاه:تمرین
+4𝑥1 + 3𝑥2 + 0𝑥3 = 7
+2𝑥1 + 1𝑥2 + 2𝑥3 = 5
+4𝑥1 + 7𝑥2 + 0𝑥3 = 11

A=QRتجزیهمحاسبه:1گام

:جواب

4 3 0
2 1 2
4 7 0

=
−0.6667 −0.5271 −0.5270
−0.3333 −0.4216 0.8433
−0.6667 0.7379 0.1054

−6 −7 −0.6667
0 3.1623 −0.8433
0 0 1.6865

′𝑏محاسبه:۲گام = 𝑄𝑇𝑏

𝑏′ =
−0.6667 −0.5271 −0.5270
−0.3333 −0.4216 0.8433
−0.6667 0.7379 0.1054

𝑇 7
5
11

=
−13.6667
2.3190
1.6865

𝑅𝑥مثلثیبالادستگاهحل:3گام = 𝑏′پسروجایگذاریروشازاستفادهبا

𝑥3 =
1.6865

1.6865
= 1

𝑥2 =
2.3190 − (−0.8433)(1)

3.1623
= 1

𝑥1 =
−13.6667 − −7 1 − (−0.6667)(1)

−6
= 1



مراجع

1- Numerical Linear Algebra and Applications, Biswa Nath Datta, 1995.
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